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Tato bakalářská práce se zabývá optimalizaćı železničńı dopravy odpad̊u. Teoretická část
je věnována teorii graf̊u a optimalizaci, kde zmiňujeme např́ıklad reprezentaci graf̊u, toky
v śıt́ıch nebo lineárńı programováńı. V praktické části se pak zaměřujeme na porovnáńı
silničńı a železničńı śıtě, motivačńı př́ıklad a aplikaci na reálných datech v celé České
republice.
Abstract
The bachelor thesis focuses on optimization of rail waste transportation. Theoretical part
is about graph theory and optimization, where is introduced for example representation
of graphs, network flows or linear programming. Practical part deals with comparison of
road and rail networks, motivational example and at least with the application on real
data of whole Czech Republic.
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Odpadové hospodářstv́ı v EU procháźı v posledńım obdob́ı transformaćı. Vláda České
republiky na konci roku 2014 schválila nový Plán odpadového hospodářstv́ı ČR (POH
ČR) pro obdob́ı 2015 - 2024. Strategie navržená v POH ČR vede jednoznačně k odklonu
odpad̊u ze skládek d́ıky předcházeńı vzniku odpad̊u, zlepšeńı recyklace a materiálového
využit́ı odpad̊u a t́ım i k přechodu na oběhové hospodářstv́ı. Plán se zaměřuje také na
upřednostněńı zp̊usob̊u nakládáńı s odpady podle celoevropské odpadové hierarchie
a plněńı evropských ćıl̊u ve všech oblastech nakládáńı s odpady. Z tohoto plánu vyplývá
i nezbytnost stanovit a koordinovat śıt’ zař́ızeńı k nakládáńı s odpady v regionech. Na
POH ČR př́ımo navazuje nový programový dokument Operačńıho programu Životńıho
prostřed́ı 2014 - 2020, d́ıky němuž bude možné čerpat finance na podporu nových zař́ızeńı
a systémů nakládáńı s odpady [1].
Celý zpracovatelský řetězec se skládá ze svozu, přepravy a zpracováńı odpad̊u. Podle
zákona č. 185/2001 Sb., ustanoveńım § 3 odst. 1 je odpad definován jako každá movitá
věc, které se osoba zbavuje nebo má úmysl nebo povinnost se j́ı zbavit [2].
Tato bakalářská práce se bude zaměřovat na část, která se zabývá dopravou odpad̊u. Z
pohledu základńıho děleńı uvažujeme využit́ı silničńı a železničńı dopravy. Oba typy maj́ı
své specifické charakteristiky, kterým je věnována čtvrtá a pátá kapitola, a je třeba je
zahrnout v matematickém modelu. Dnes převažuje skládkováńı komunálńıch odpad̊u. Dle
dat z roku 2014 v ČR skončilo na skládkách 48,5% komunálńıho odpadu [3]. V roce 2010 se
na územı́ ČR nacházelo 150 skládek ostatńıch odpad̊u (S-OO) [4]. Na územı́ téměř každé
obce s rozš́ı̌renou p̊usobnost́ı (dále jen ORP) je skládka. V dnešńı době je odpad v ČR
přepravován výhradně po silnici, přičemž dopravńı vzdálenosti jsou krátké, viz obrázek
1.1.
Obrázek 1.1 Vzdálenost přepravy směsného komunálńıho odpadu pro ORP [5]
Lze vidět, že vzdálenosti z ORP na skládky jsou výrazně kratš́ı, než do zař́ızeńı EVO
(Energetické využit́ı odpad̊u). Od roku 2024 bude v ČR zákaz skládkováńı, který je
např́ıklad již nyńı zakotven v POH ČR 2015 - 2024 [4]. To povede k nutné změně in-
frastruktury, protože se vzdálenosti přepravy směsného komunálńıho odpadu (dále jen
SKO) prodlouž́ı. V zahranič́ı je vyt́ıžena i doprava po železnici. Zvláště v Německu
a Rakousku maj́ı velmi propracovaný systém EVO [6]. Zejména v Německu se často řeš́ı
problematika s nadkapacitou EVO zař́ızeńı, které trṕı nedostatkem odpadu. Časté výkyvy
v dodávce odpadu jsou komplikované pro plánováńı vyráběných komodit (pára, elektřina,
teplo) a tedy i ekonomicky nepř́ıpustné. V součastnosi se v ČR nacháźı 4 zař́ızeńı EVO, což
by se mělo v budoucnosti rozš́ı̌rit. Ćılem této práce je sestaveńı matematického modelu,
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který bude schopen vyhodnotit oba typy dopravy. Výstupem bude návrh optimálńıho
dopravńıho modelu pro zbytkové komunálńı odpady na datech ČR.
Druhá a třet́ı kapitola bude zaměřena na teoretický úvod z oblasti teorie graf̊u a opti-
malizace. Následovat bude definice problému spolu s navržeńım matematického modelu,
který bude implementován do prostřed́ı GAMS (The General Algebraic Modeling System -
modelovaćı systém s vlastńım programovaćım jazykem, určený pro řešeńı optimalizačńıch
úloh). Funkce modelu bude ověřena na zjednodušeném motivačńım př́ıkladu. Na závěr
bude tato úloha převedena na reálná data celé ČR.
3
2 Teorie graf̊u
Tato kapitola pojednává o teorii graf̊u. Vysvětĺı se zde několik základńıch pojmů, ukáže
se grafická reprezentace, která bude využita např́ıklad pro popis toku. Teorii byla čerpána
z [7] a [8].
2.1 Základńı pojmy
Definice 2.1 Graf je základńım pojmem teorie graf̊u. Použ́ıvá se ke grafickému znázorněńı
množiny, u které chceme ukázat, že jsou některé prvky propojeny. Graf obecně je popsán
dvěma množinami, a to množinou vrchol̊u V = (v1,v2,...,vn) a množinou hran
E = (e1,e2,...,en), které spojuj́ı některé nebo všechny vrcholy. Graf G je pak jednoznačně
určen uspořádanou dvojićı (V , E).
Definice 2.2 Neorientovaný graf je tvořen uspořádanou trojićı (V , E, ε), kde V představuje
neprázdná množina vrchol̊u, E konečnou množinu hran a ε zobrazeńı E → V 2. Zobrazeńı
ε přǐrazuje každé hraně e ∈ E jednoprvkovou nebo dvouprvkovou množinu uzl̊u. Je-li
množina ε(e) jednoprvková, nazýváme hranu e neorientovanou smyčkou. Ukázku tohoto


















Obrázek 2.1: Neorientovaný graf se smyčkami
Definice 2.3 Orientovaný graf je tvořen uspořádanou trojićı (V , E, ε), kde V představuje
neprázdná množina vrchol̊u, E konečnou množinu hran a ε zobrazeńı E → V 2.
Takovéto zobrazeńı ε přǐrazuje každé hraně e ∈ E uspořádanou dvojici vrchol̊u (x,y),
x, y ∈ V . Prvńı z nich nazýváme počátečńım vrcholem hrany e a znač́ıme jej vp(e), druhý
nazýváme koncovým vrcholem hrany e a znač́ıme jej vk(e). Ř́ıkáme pak, že hrana e vede
z vrcholu x do vrcholu y. Jestliže vp(e) = vk(e), ř́ıkáme, že hrana e je orientovanou
smyčkou.
Orientovaný graf se může dělit na prostý orientovaný graf a obyčejný orientovaný graf,
ve kterém zobrazeńı ε přǐrazuje každé hraně e ∈ E uspořádanou dvojici vrchol̊u (x,y)
takových, že x 6= y. Prostý orientovaný graf je takový, v němž násobnost každé hrany je
nejvýše rovna jedné (nemůže vést hrana z x do y a současně z y do x). Ukázku těchto






















Obrázek 2.2: Obyčejný orientovaný graf Obrázek 2.3: Prostý orientovaný graf
Definice 2.4 Orientovaný graf G spolu s reálnou funkćı w: E(G) → (0,∞) nazýváme
ohodnocený orientovaný graf (G,w) nebo též śıt’. Je-li h hrana grafu G, pak č́ıslu w(h)
ř́ıkáme jej́ı ohodnoceńı nebo váha.








Obrázek 2.4: Ohodnocený orientovaný graf
Definice 2.5 Necht’ G = (V , E, ε) je orientovaný graf a x a y jsou jeho libovolné vrcholy.
Pak zavedeme následuj́ıćı pojmy a značeńı:
• V +(x ) = {z ∈ V | (x,z ) ∈ ε(E)} je množina následńık̊u vrcholu x, tj. množina vr-
chol̊u, do nichž vede hrana z x.
• V −(x ) = {z ∈ V | (z,x ) ∈ ε(E)} je množina předch̊udc̊u vrcholu x, tj. množina
vrchol̊u, z nichž vede hrana do x.
• V (x ) = V +(x ) ∪ V −(x ) je množina soused̊u vrcholu x, tj. množina vrchol̊u spojených
hranou s vrcholem x.
• E+(x ) = {e ∈ E | vp(e) = x} je výstupńı okoĺı vrcholu x, tj. množina hran
s počátečńım vrcholem x.
• E−(x ) = {e ∈ E | vk(e) = x} je vstupńı okoĺı vrcholu x, tj. množina hran s koncovým
vrcholem x.
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• deg+(x ) = |E+(x )| je výstupńı stupeň vrcholu x, tj. počet hran vystupuj́ıćıch z vr-
cholu x.
• deg−(x ) = |E−(x )| je vstupńı stupeň vrcholu x, tj. počet hran vstupuj́ıćıch do vrcholu
x.
Definice 2.6 Řekneme, že graf G = (V , E, ε) je úplný, jestliže pro každé dva vrcholy vi,
vj ∈ V , i 6= j, existuje alespoň jedna hrana e, která je spojuje. Má-li tento graf n uzl̊u,
znač́ıme jej Un
Ukázka úplného grafu je na obrázku 2.5:
Obrázek 2.5: Úplný graf U6
2.2 Reprezentace graf̊u
Dosud jsme popisovali všechny grafy pomoćı obrázk̊u. Často ale muśıme grafy popsat
pomoćı č́ısel, což je d̊uležité např́ıklad pro výpočty na poč́ıtači. My se budeme v této
práci zabývat předevš́ım dvěmi typy, které se zapisuj́ı pomoćı matic.
Definice 2.7 Necht’ G = (V , E) je graf s n vrcholy. Označme vrcholy v1, v2, ...., vn.
Matice sousednosti grafu G je čtvercová matice A = [aij] dána předpisem:
aij =
{
1 pro {vi, vj} ∈ E,
0 pro {vi, vj} /∈ E.
Jestliže jsou hrany grafu G ohodnoceny, pak mı́sto jedniček použ́ıváme v matici délku
hrany tvořenou dvojićı (xi, xj) a nazýváme ji matićı vzdálenost́ı nebo též distančńı matice.
V naš́ı práci bude ohodnoceńı grafu bráno ve smyslu vzdálenost́ı.
Př́ıklad 2.1 Matice sousednosti z obrázku 2.1
A =

0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1

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Definice 2.8 Necht’ graf G je orientovaný graf bez smyček. Pak můžeme graf popsat
matićı, která se nazývá incidenčńı. Ke konstrukci této matice je nutné stanovit jisté pořad́ı
vrchol̊u (neboli uzl̊u) v1, v2, ..., v2 i hran e1, e2, ..., em. Incidenčńı matice B = (bi,j)n,m,
je pak dána předpisem:
bi,j =

1, jestliže vi je koncový uzel hrany ej,
−1, jestliže vi je počátečńı uzel hrany ej,
0 v ostatńıch př́ıpadech.
Př́ıklad 2.2 Incidenčńı matice z obrázku 2.2
B =

1 0 0 1 −1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 −1 1
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 −1 0 1 −1 0 0
0 1 1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0 0 0

2.3 Toky v śıti
Ohodnocený orientovaný graf, neboli śıt’ je libovolný orientovaný graf G = (V , E) s ohod-
noceńım w : E → R+, které nazýváme kapacitou. Název śıt’ se použ́ıvá proto, že velice
pěkně odráž́ı problémy, které se pomoćı ńı řeš́ı. A to zejména dopravńı problémy [6],
problémy spojené s minimalizaćı přepravńıch náklad̊u aj.
Definice 2.9 Cestu v grafu chápeme jako posloupnost vrchol̊u a hran (v0, e1, v1, ..., et,
vt), kde vrcholy v0, v1, ..., vt jsou navzájem r̊uzné vrcholy grafu G a pro každé i = 1, 2,
..., t je ei = {vi−1, vi} ∈ E(G).
Definice 2.10 Necht’ G je śıt’ s kapacitou w. Necht’ a, b jsou pevně zvolené vrcholy grafu
G. Zobrazeńı f: E → R+ nazveme tokem velikosti C z a do b, jestliže pro každý vrchol














Základem algoritmizace pro nalezeńı toku maximálńı velikosti z a do b śıtě G s nezápornou
kapacitou w je následuj́ıćı věta:
Věta 2.1 Tok f: E → R+ je maximálńım tokem z a do b v śıti G s kapacitou w, právě
když neexistuje cesta P = (a = x0, x1,..., xn = b), pro niž plat́ı:
7
f(xi,xi+1) < w(xi,xi+1), pokud (xi,xi+1) ∈ E(P),
f(xi+1,xi) > 0, pokud (xi+1,xi) ∈ E(P).












Obrázek 2.6: Tok v śıti
Velikost maximálńıho toku v śıti na obrázku 2.6 je 3.
2.4 Nejkratš́ı cesta
Nejkratš́ı cesta je taková posloupnost hran ohodnocených reálným č́ıslem a(e) představuj́ıćı
vzdálenost, po které se dostaneme z počátečńıho vrcholu vi do koncového vj nejmenš́ı
možnou délkou.
Definice 2.11 Délka cesty je součet délek jednotlivých hran, které ji tvoř́ı. Necht’ vi, vj
jsou vrcholy grafu. Pak vzdálenost dij z vrcholu vi do vrcholu vj definujeme jako délku
nejkratš́ı cesty mezi vrcholy vi a vj, jestli taková cesta existuje. Jestliže neexistuje, defi-
nujeme dij = ∞.
Funkci d : V xV → R nazýváme také metrikou grafu G a má následuj́ıćı vlastnosti:
1. dij ≥ 0 pro všechna vi, vj ∈ V a dij = 0 jen když vi = vj,
2. dij = dji pro všechna vi, vj ∈ V ,
3. dik ≤ dij + djk pro všechna vi, vj, vk ∈ V .
8
3 Optimalizace
Optimalizačńı modely, neboli matematické programy, představuj́ı řešeńı problému, jak
zvolit hodnoty d̊uležitých proměnných při hledáńı maxima nebo minima účelové funkce
vzhledem k omezeńım zahrnuj́ıćım proměnné.
Optimalizačńı modely se děĺı na deterministické a stochastické. Deterministické narozd́ıl
od stochastických použ́ıvaj́ı veškerá data s určitost́ı. Naše vstupy jsou tedy konstanty.
Realitě se v́ıce přibližuj́ı stochastické. Deterministické modely ale použ́ıváme z hlediska
jejich jednoduchosti a výsledky jejich řešeńı z̊ustávaj́ı i přesto aplikovatelné.
Pokud řešeńı vyhovujuje všem omezeńım, nazýváme ho př́ıpustné. Optimálńı řešeńı úlohy
je pak př́ıpustné řešeńı, které maximalizuje nebo minimalizuje účelovou funkci.
Infromace byly čerpány z [9] a [10].
3.1 Lineárńı programováńı
Zabývá se r̊uznými problémy, které souviśı s hledáńım vázaných extrémů lineárńıch funkćı
v́ıce proměnných. Podmı́nky, které je omezuj́ı, maj́ı tvar lineárńıch rovnic a nerovnost́ı.
Úlohy se zabývaj́ı např́ıklad nějakou továrnou, která vyráb́ı x druh̊u výrobk̊u. Ty se
vytvář́ı z y surovin, kterých je omezené množstv́ı. Každý výrobek má jinou cenu a úkolem
je zpravidla sestavit takový denńı výrobńı program, při kterém hodnota výroby bude
maximálńı. Dá se k tomu přidat i některé omezeńı. Např́ıklad, že výrobku xi muśı být
vyrobeno přesné množstv́ı či váha.
Definice 3.1 Optimalizačńı model je v lineárńı formě, jestliže má spojité proměnné,
lineárńı účelovou funkci, a všechna omezeńı jsou bud’ lineárńı rovnice nebo nerovnosti.
Př́ıklad 3.1 Obecná formulace úlohy lineárńıho programováńı
Minimalizovat
c1x1 + c2x2 + ... + cnxn
(3.1)
za podmı́nek
m11x1 + m12x2 + ... + m1nxn = t1
m21x1 + m22x2 + ... + m2nxn = t2
.
.
mm1x1 + mm2x2 + ... + mmnxn = tm
x1, x2,..., xn ≥ 0.
Poznámka Mı́sto rovnic zde mohou být i nerovnice.








min{cTx | Mx = t, x ≥ 0}.
3.2 Celoč́ıselné úlohy
U lineárńıch úloh mohly rozhodovaćı proměnné nabývat libovolných reálných hodnot.
Nyńı do těchto úloh přidáme i požadavky na celoč́ıselnost. T́ım dostáváme úlohy celoč́ıselného
programováńı.
Př́ıklad 3.2 Obecná formulace celoč́ıselné úlohy
Minimalizovat
f(x1, x2, ..., xn)
za podmı́nek
gi(x1, x2, ..., xn) ≤ 0, i = 1, 2, ..., m,
(3.3)
xj ∈ Mj ⊆ Z, j ∈ J
kde J 6= ∅, J ⊆ {1, 2, ..., n} a Z je množina celých č́ısel.
Celoč́ıselné úlohy děĺıme podle typu funkćı f, g1, g2, ..., gm na lineárńı a nelineárńı.
Definice 3.2 Jestliže jsou podmı́nkou celoč́ıselnosti vázány všechny proměnné, tedy
J = {1, 2, ..., n}, ř́ıkáme, že je to úplná (ryze) celoč́ıselná úloha. Pokud se týká jen
některých proměnných, tedy J ⊂ {1, 2, ..., n}, mluv́ıme o částečně (smı́̌seně) celoč́ıselné
úloze.
3.3 Problematika lokálńıho extrému
Problematika optimalizačńıch metod zahrnuje vyhledáváńı extrémů reálných funkćı
a proměnných. Účinné metody pro nalezeńı globálńıho extrému existuj́ı pouze pro úlohy
s konvexńımi funkcemi. Nekonvexńı úlohy maj́ı totiž zpravidla v́ıce lokálńıch extrémů.
3.3.1 Weierstrassova věta
Věta 3.1 Funkce spojitá na uzavřeném intervalu I je na tomto intervalu ohraničena.
Věta 3.2 Funkce spojitá na uzavřeném intervalu I nabývá svého minima a maxima,
tj. v intervalu I existuj́ı body xmin, xmax takové, pro které plat́ı, že f(xmin) = min{f(x) |
x ∈ I}, f(xmax) = max{f(x) | x ∈ I}.
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3.3.2 Konvexnost
Definice 3.3 Necht’ S ⊂ Rn. Řekneme, že množina S je konvexńı ⇔ ∀x1, x2, ∀λ ∈ (0;1):
λx1 + (1-λ)x2 ∈ S.
Definice 3.4 Necht’ S ⊂ Rn, S 6= 0 je konvexńı množina, f: S→ R.
Řekneme, že funkce f je konvexńı na množině S ⇔ ∀x1, x2 ∈ S, ∀λ ∈ (0,1):
f(λx1 + (1− λ)f(x2)) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (3.4)
Řekneme, že funkce f je striktně konvexńı na množině S ⇔ ∀x1, x2 ∈ S, x1 6=x2, ∀λ ∈
(0,1):
f(λx1 + (1− λ)f(x2)) < λf(x1) + (1− λ)f(x2). (3.5)
Řekneme, že funkce f je konkávńı (striktně konkávńı) ⇔ -f je konvexńı (kvazikonvexńı)
na množině S.
Definice 3.5 Necht’ S ⊂ Rn, S 6= 0, je konvexńı množina. Funkce f: S → R nazýváme
kvazikonvexńı funkćı na S ⇔ ∀x1, x2 ∈ S, ∀λ ∈ (0,1):
f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max{f(x1), f(x2)}. (3.6)
Funkce f se nazývá kvazikonkávńı ⇔ -f je kvazikonvexńı.
Definice 3.6 Necht’ S ⊂ Rn, S 6= 0, je konvexńı množina. Funkce f: S → R je konvexńı
na množině S. Necht’ x̄ ∈ arglocminx{f(x)| x ∈ S}. Potom x̄ ∈ argglobminx{f(x)| x ∈ S}.
Jestliže x̄ je striktńı lokálńı minimum (x̄ ∈ argstrictlocminx{f(x)| x ∈ S}) nebo funkce f
je striktně konvexńı na množině S, potom je x̄ jedinečné globálńı minimum funkce f na




Pr̊uměrná produkce odpadu na člověka je stanovena přibližně na 3kg/týden [11]. Každé
město, ve kterém se odpady sváž́ı, neńı vždy schopno toto množstv́ı, které se může pohy-
bovat od nuly po deśıtky či stovky tun, zpracovat. Z měst, která nejsou schopna odpad
zpracovat, je třeba využit́ı přepravy do jiného, co možno nejbližš́ıho, mı́sta zpracováńı.
Je možné k tomu použ́ıvat silničńı nebo železničńı dopravu. Ćılem této práce je vytvořit
matematický model, který bude zohledňovat charakteristiky dopravńıch śıt́ı a sám zváž́ı
lepš́ı volbu typu přepravy. Zabýváme se SKO, který se převážně nelisuje (lisováńım se
sńıž́ı objem a zvýš́ı hmotnost na m3).
4.1.1 Silnice
Silničńı śıt’ v ČR je poměrně hustá. Máme zde v́ıce typ̊u - dálnice, rychlostńı silnice
a silnice I., II. a III. tř́ıdy. Délka dálnic v celé České republice je přibližně 1 222 km, délka
silnic I. tř́ıdy přibližně 5 662 km [12]. Silničńı śıt’ je zobrazena na obrázku 4.1.
Obrázek 4.1 Silničńı dopravńı śıt’ [zdroj: www.szdc.cz]
Čas
Pr̊uměrné rychlosti nákladńıch automobil̊u dle rychlost́ı GPS jsou ukázány v tabulce 4.1
[13].
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Typ komunikace Rychlost GPS [km/h]
Dálnice a rychlostńı komunikace 80
Silnice I. tř́ıdy 65
Silnice II. tř́ıdy 60
Silnice III. tř́ıdy 30
Vesnice 30
Město 30
Tabulka 4.1 Pr̊uměrné rychlosti nákladńıch automobil̊u
Provoz nákladńıch automobil̊u je omezen předevš́ım pracovńı dobou řidič̊u. K prodloužeńı
j́ızdńı doby může docházet i z d̊uvodu zvýšené intenzity dopravy, nehod nebo prodloužeńı
trasy. Při využit́ı silnic nižš́ıch tř́ıd je nutné zohlednit i mosty, které se vyznačuj́ı jen
určitou nosnost́ı či určitým pr̊ujezdem.
Cena
Na dálnićıch, vybraných úsećıch silnic I. tř́ıdy, při použit́ı mostu nebo tunelu se plat́ı mýta.
Výši mýtného stanovuje každoročně vláda ČR, přičemž nákladńı vozidla jsou povinna
vlastnit speciálńı elektronické zař́ızeńı jednotku Premid, která kontroluje a vypoč́ıtává
výši mýtného při pr̊ujezdu mýtnou bránou. Cena se vyv́ıj́ı od počtu náprav, emisńı tř́ıdy
a dn̊u, kdy nákladńı automobil využ́ıvá zpoplatněné komunikace [14]. Komunikace, které
jsou v ČR zpoplatněny, vid́ıme na obrázku 4.2.
Obrázek 4.2 Mapa zpoplatněńı v ČR platná k 20. 12. 2013 [15]
Dále sem patř́ı např́ıklad platy řidič̊u nebo nákup nových vozidel. Hrubá mzda řidiče je
stanovena na 150 Kč/hod, mzda obsluhy na 120 Kč/hod [16]. Nové vozidlo vyjde přibližně
na 3 mil Kč.
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4.1.2 Železnice
Česká republika má jednu z nejv́ıce propacovaných a nejhustš́ıch železničńıch śıt́ı v Evropě.
Celkově se v ČR nacháźı 9 467 km železničńıch trat́ı, z toho je 3 218 elektrizovaných [17].
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Obrázek 4.3 Železničńı dopravńı śıt’ [zdroj: www.ssmsk.cz]
Čas
Pracovńı doba strojvedoućıch provoz železnice omezuje jen okrajově. Největš́ım časovým
omezeńım je včasné pronajmut́ı trasy a t́ım vyčkáńı na dobu, kdy je trasa volná pro
nákladńı vlaky. Ty totiž nesmı́ brzdit vlaky osobńı a expresńı. Jsou vyt́ıžené koridory,
u kterých se o pronajmut́ı trasy muśı žádat rok dopředu. Existuj́ı ale i takové, u kterých
je doba podáváńı žádost́ı o pronajmut́ı daleko kratš́ı.
Cena
Na železnićıch se vyskytuje jistá analogie mýt (viz kapitola 5.2), která jsou na silnićıch.
K tomu je nutno přič́ıst opět platy, pronaj́ımáńı tras, nutné nákupy nových lokomotiv
nebo př́ıpadné penalizace za nevyužit́ı trasy.
4.2 Matematický model
V matematickém modelu použ́ıváme účelovou funkci a pomocné rovnice. Pro silnici
i železnici použ́ıváme stejnou incidenčńı matici. Tj. poč́ıtáme s t́ım, že do všech obćı
s rozš́ı̌renou p̊usobnost́ı (dále jen ORP) vede také železnice (v Pohořelićıch ve skutečnosti
železničńı stanice neńı). V modelu bylo zohledněno pronaj́ımáńı lokomotiv, poplatky za
naložeńı nákladu na vlak a odlǐsné dopravńı náklady na silnici a železnici. Tyto částky
byly zvoleny po konzultaci na Ústavu procesńıho inženýsrtv́ı (dále jen ÚPI). V rovnićıch








P Sj dopravńı náklady na silnici Kč/km.t
PZj dopravńı náklady na železnici Kč/km.t
P hi poplatek za zpracováńı Kč/t
P bi poplatek za naložeńı na vlak Kč/t
Aij incidenčńı matice -
dj vzdálenost km
ci kapacita v uzlu i t
li produkce v uzlu i t
P kj poplatek za spuštěńı železničńı hrany j Kč/t
M pomocný parametr s velkou hodnotou t
Binárńı proměnná
Symbol Význam
δj indikátorová proměnná (slouž́ı pro zapnut́ı/vypnut́ı hrany pro železnici)
Pozitivńı proměnné
Symbol Význam Jednotky
xj množstv́ı přepravované po silnici po hraně j t
yj množstv́ı přepravované po železnici po hraně j t
gi množstv́ı zpracovaného odpadu v uzlu i t
Funkce a rovnice pak vypadaj́ı následovně:
Účelová funkce
Účelová funkce vyjadřuje náklady spojené s nakládáńım s odpady. Tj. náklady za jejich
přepravu a zpracováńı.
min zT + zR (4.1)








zR (R jako rest)udává zbylé náklady. Tedy součet náklad̊u za zpracováńı, za pronajmut́ı
















Toto omezeńı zajǐst’uje hmotnostńı bilanci v uzlech. Matice Aij nám totiž najde všechny







yjAij − gi = 0, ∀i ∈ I . (4.4)
Daľśı pomocná funkce nám ukazuje, že zpracováńı odpadu v uzlu i může být jen menš́ı
nebo rovna kapacitě v tomto uzlu.
gi ≤ ci,∀i ∈ I. (4.5)
Posledńı pomocná funkce slouž́ı pro zapnut́ı/vypnut́ı železničńı hrany. Parametr M je
zvolené velké č́ıslo, aby mohlo při zapnut́ı touto hranou ”téct”velké množstv́ı odpad̊u.
δjM ≥ yj,∀j ∈ J, (4.6)
δj ∈ {0, 1},∀j, (4.7)
xj ≥ 0,∀j ∈ J, (4.8)
yj ≥ 0,∀j ∈ J. (4.9)
Rovnice (4.7) znázorňuje binárńı proměnnou δj.
Rovnice (4.8) a (4.9) nám pouze udávaj́ı, že toky odpad̊u přes silnici či železnici nemohou
nabývat záporných hodnot.
4.3 Motivačńı př́ıklad
Pro motivačńı př́ıklad bylo použito 17 ORP. Vybrán byl Zĺın, Brno a jejich nejbližš́ı ORP.


















Obrázek 4.4 Motivačńı př́ıklad
Část dat (vzdálenosti po silnici, produkce i kapacity) je reálných, zbylé jsou uměle vy-
tvořené (cena za dopravu po silnici, železnici, za pronajmut́ı železničńı trasy atd.). Reálná
data jsou ukázána v tabulkách 4.2 a 4.3.













Uh. Brod 107 31




V motivačńım př́ıkladu byly uvažovány jen tyto vzdálenosti. Při větš́ı aplikaci by byly
použity i délky, které by vyjadřovaly spojeńı každého ORP s každým. Vzdálenosti, které
byly použity pro přepravu odpad̊u jsou zvýrazněny tučně.
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Uh. Brod 10823 0
Uh. Hradǐstě 20132 0
Otrokovice 7496 0
Kroměř́ıž 13686 0
Tabulka 4.3 Produkce a kapacita
Model byl opakovaně testován pro r̊uzné kombinace cenových vstup̊u s ćılem určit pa-
rametrickou citlivost výsledku. Konečný výsledek je vidět na obrázku 4.4. Opakováným
testováńım se doćılilo toho, že města sváž́ı sv̊uj odpad po silnici do nejbližš́ıho krajského
města (Brno, Zĺın, černé šipky). Přitom jediné Brno má kapacitu na zpracováńı odpad̊u.
Ze Zĺına se pak svezené odpady vezou do Brna využit́ım železnice (oranžová šipka).
Výsledky jsou zobrazeny ve sloupcovém grafu na obrázku 4.5.
Obrázek 4.5 Přeprava odpad̊u po jednotlivých hranách
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5 Aplikace na reálných datech v ČR
5.1 Silnice
Silničńı doprava se v základu děĺı na dvě části - svoz a odvoz. Svoz zahrnuje svážeńı
odpad̊u ve městě, čili popeláři + odvážeńı do nějakého centrálńıho bodu. Odvozem se
mysĺı přeprava odpad̊u do mı́sta zpracováńı.
Z časového hlediska nákladńı automobily nejsou nijak zvlášt’ omezovány. Pracovńı doba je
pro silnice stanovena na nějakých 40 hodin týdně, lehké omezeńı je v pátky a o v́ıkendech.
Na silnićıch se plat́ı mýta. V tuto chv́ıli jsou zpoplatněny dálnice, rychlostńı tř́ıdy a některé
části prvńıch tř́ıd. Cena se odv́ıj́ı dle hmotnosti vozidla (s nákladem včetně), počtu náprav
nebo emisńı normy. Přibližně se uvád́ı cena 5Kč/km.
Omezeńı pro silnici, která můžeme uvažovat, jsou možné dopravńı zácpy, most s ńızkou
nosnost́ı nebo s ńızkou pr̊ujezdnost́ı.
Vývoj závislosti náklad̊u na množstv́ı odpad̊u a na vzdálenosti je definován přibližně
mocninnou křivkou. Při maximálńım využit́ı jednoho auta jak z hlediska náklad̊u, tak
z hlediska času, se náklady výrazně zmenš́ı. Naopak, kdybychom při proj́ıžděńı nějakým
ORP museli přibrat daľśı náklad, který by jen nepatrně přesahoval naši kapacitu a museli
bychom t́ımpádem dokoupit daľśı auto, zaplatit mzdu daľśımu řidiči apod., náklady by se
skokově zvýšily, viz obrázek 5.1 [18].
Obrázek 5.1 Náklady na dopravu pro r̊uzné pr̊uměrné rychlosti a ročńı kapacitu 60kt
5.2 Železnice
Oproti silnićım má v́ıce nevýhod. Na kratš́ı vzdálenosti je dražš́ı, časově náročněǰśı a méně
dostupněǰśı.
Vlaky mohou pojmout velké množstv́ı odpad̊u. Na jeden vagon se můžou vložit 2x 40-
60m3 kontejnery. Nejvyšš́ı možné zat́ıžeńı na jednu nápravu je v rámci ČR 22t. Nosnost
trat’ových úsek̊u na nápravu je od 14 do 22 tun. Je tedy nutné vybrat vhodnou trasu nebo
vhodně naložit vlaky. Je třeba rozmyslet i celkovou trasu, zvláště v př́ıpadech, které by
mohly obsahovat úseky s větš́ımi sklony železničńıch trat́ı. Při rostoućı tažné śıle lokomo-
tivy totiž docháźı k přeměně adhezńıho třeńı na smykové.
Co se týče času, nákladńı vlaky muśı dát přednost osobńı a expresńı dopravě. Cesty můžou
využ́ıvat jen v době, kdy nebudou brzdit daľśı vlaky. Většinou se muśı dopředu zažádat
o pronajmut́ı trasy pro konkrétńı vlak. Při nevyužit́ı se plat́ı penále. To může nastat, když
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bude produkce odpad̊u menš́ı, než se předpokládalo. T́ım by došlo k malému naplněńı
vlaku a k velké finančńı ztrátě. Většinou v takových př́ıpadech je výhodněǰśı zaplatit
dané penále. V tomto jde vidět velký rozd́ıl mezi silničńı a železničńı dopravou. Na silnici
ve chv́ıli, kdy je naplněné auto, tak vyjede. Když se naplńı vlak, muśı vyčkat do svého
času odjezdu, pokud v̊ubec může vyjet. Jsou ale i koridory, kde je čekaćı doba nižš́ı nebo
se nemuśı trasy objednávat dlouho dopředu.
Cena
Výpočet ceny C [Kč] za využit́ı železničńı dopravńı cesty je dán vztahem:
C = C1 + C2, (5.1)
kde C1 [Kč] je cena za použit́ı dráhy pro j́ızdu vlaku v segmentu výkon̊u měřených ujetými
vlakovými kilometry a C2 [Kč] je cena za použit́ı dráhy pro j́ızdu vlaku v segmentu výkon̊u
měřených hrubými vlakovými kilometry.
Máme tři druhy železničńıch trat́ı - E (Evropský železničńı systém), C (Celostátńı dráhy),
R (Regionálńı dráhy).
C1 je dáno veličinou S1 [Kč], která udává cenu za 1 km j́ızdy vlaku (vlkm) po trati
kategorie E, C, R. Tuto hodnotu je možné naj́ıt v tabulkách. LE, LC , LR jsou vzdálenosti
[km] ujeté vlakem po trat́ıch kategorie E, C, R.
C1 = S1EL1E + S1CL1C + S1RL1R, (5.2)
C2 je dáno veličinou S2 [Kč], což je cena za 1000 hrubých vlakových kilometr̊u (hrtkm)
převezených po trat́ıch kategorie E, C, R. Opět možno naj́ıt v tabulkách. LE, LC , LR
udávaj́ı to samé, co u C1. Q je tiśıcina celkové hmotnosti vlaku v tunách.
C2 = S2EL2EQ+ S2CL2CQ+ S2RL2RQ, (5.3)
Kdyby v ORP bylo množstv́ı odpad̊u jen o málo vyšš́ı, než je kapacita vlaku a musel by
se dokoupit daľśı, který by nebyl plně využit, náklady by se opět skokově zvýšily. U vlak̊u
by byl ale odskok od p̊uvodńı křivky daleko větš́ı, než u automobil̊u. Nákup nového auta
totiž stoj́ı přibližně 3mil Kč, jen nová lokomotiva stoj́ı 100mil Kč.
5.3 Aplikace na ČR
Př́ıpadová studie byla provedena v detailu ORP, která obsahuje celkem 206 uzl̊u. Ty jsou
spojeny 42230 hranami. Byly uvažovány stejné pro silničńı i železničńı dopravu (v realitě
do 10 ORP železnice nevede). Graf ukazuje množstv́ı odpadu převezeného po silnićıch nebo
železnićıch z ORP na územı́ daného kraje do měst slouž́ıćıch ke zpracováńı. Jako produkce
byl uvažován SKO (produkce 2015). Kapacity vycházely ze studie MŽP 2015 s konzultaćı
ÚPI [19]. Např́ıklad Praha má o necelých 20 000 tun odpadu menš́ı kapacitu zpracováńı
než jejich produkci. K přepravě takto malého množstv́ı využila silnici. Pro srovnáńı - např.
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ve Středočeském kraji je 26 ORP, v Karlovarském jen 7. Bylo uvažováno 18 nových ORP
se spalovnami. V současnosti jsou v ČR 4 spalovny, což je potřeba rozš́ı̌rit. Naše lokality
jsou navrhované výstavby nových zař́ızeńı, která vycháźı ze studíı, která zpracovával ÚPI
pro Ministerstvo pr̊umyslového obchodu [20]. Výsledky přepravy odpad̊u v závislosti na
silnici/železnici pro kraje jsou ukázány na obrázku 5.2.
Obrázek 5.2 Přeprava odpad̊u v ČR
Dı́ky tomu, že uvažujeme spojeńı každého města s každým, se mohlo stát, že z ORP A
do ORP B mı́sto př́ımou cestou pojede nákladńı automobil/vlak ještě přes ORP lež́ıćı
mezi nimi (úplný graf - viz obrázek 5.4). Protože minimalizujeme náklady, chceme využ́ıt
minimálńı počet hran. Proto jsme ke každé vzdálenosti přičetli m, které vyjadřuje malou
hodnotu. Pokud by jel z A do C, a pak teprve do B, ohodnoceńı hrany by celkově vzrostlo


















V matematickém modelu, který byl sestrojen pro tuto práci, se na silnici moc nezaměřovalo
a už́ıvala se u ńı pouze konstantńı cena za kilometr. Kdyby se mělo pokračovat v rozvoji
modelu, musela by se k této ceně přič́ıst ještě cenao,s, která by zahrnovala všechna mýta
(dálnice, rychlostńı tř́ıdy, některé prvńı tř́ıdy), mzdy řidič̊u, benźın/naftu a př́ıpadné
nákupy nových aut.
6.1.2 Železnice
K částem matematického modelu, které pojednávaj́ı o železničńı dopravě, by se musela
přič́ıst cenao,z, která by udávala investičńı skoky v momentech překročeńı kapacity vlak̊u
nebo nutnosti zaplaceńı penále a zahrnovala by opět i platy. Tzn. nakoupeńı nové loko-
motivy či vagón̊u. Již v́ıme, kolik stoj́ı nová lokomotiva. Každý nový vagón stoj́ı zhruba
3 - 5 mil Kč, což je stejně nebo i v́ıce, než jeden nákladńı automobil.
6.2 Produkce/kapacity
V našem modelu jsme už́ıvali ročńı produkce i kapacity. Je otázkou, jak by to vypadalo při
např́ıklad týdenńıch datech. Jestli by se v ORP našlo dostatečné množstv́ı odpadu tak, aby
se vlaky využ́ıvaly dostatečně často a byly stále finančně výhodné. Pronaj́ımáńı lokomotiv
by dlouhodobě nebylo prosperuj́ıćı, takže by se sṕı̌s uvažovalo pořizováńı vlastńıch vlak̊u.
Kdyby se nevyuž́ıvaly, byla by to velká finančńı ztráta.
6.3 Čas
Také by se musel model rozš́ı̌rit o omezeńı zahrnuj́ıćı čas. V př́ıpadě železničńıch zácep by
se musela vypoč́ıtat jejich četnost a pr̊uměrná doba kv̊uli nim strávená na silnici nav́ıc. Ta
by se převedla na kilometry, které by auto za normálńıch okolnost́ı na dané silnici ujelo.
Tento počet kilometr̊u by se přič́ıtal k délce silnice. Z hlediska most̊u (tedy jejich ńızké
nosnosti a ńızkého pr̊ujezdu) by se musely naj́ıt cesty, na kterých by se tyto překážky
nevyskytovaly. Došlo by t́ım k prodloužeńı tras.
Nákladńı vlaky sice dosahuj́ı na českých železnićıch rychlost́ı jen přibližně do 100 km/h,
nemuśı však zastavovat v žádných zastávkách a mohou tak jet z výchoźı stanice př́ımo
do koncové. Nav́ıc jezd́ı převážně v noci, což umožňuje jakousi plynulost dopravy. Nočńı
provoz je z d̊uvodu, že muśı dávat přednost osobńım a expresńım vlak̊um. Ty konč́ı
převážně kolem p̊ulnoci, takže potom jsou trasy volné pro nákladńı vlaky. Musely by ale
čekat na čas, kdy jsou tratě určené pro jejich j́ızdu, což určitě nebude pokaždé ve chv́ıli,
kdy by byl vlak dostatečně plný na to, aby mohl vyjet.
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7 Závěr
Ćılem této práce bylo studium teoretických poznatk̊u v oblasti matematického mo-
delováńı tok̊u v śıti se zaměřeńım na tzv. reversńı úlohy, základńı porozuměńı proble-
matice železničńı dopravy, formulace problému a návrh matematického modelu, ověřeńı
funkčnosti modelu na jednoduché úloze a testováńı využitelnosti modelu na reálných da-
tech.
Teoretický úvod byl popsán v kapitolách 2 a 3. Byly zde zmı́něny např́ıklad zcela
základńı pojmy z teorie graf̊u, jejich reprezentace, toky v śıti, dále pak lineárńı progra-
mováńı či problematika lokálńıho extrému.
Ve čtvrté kapitole je uvedena definice problému, na který byla práce zaměřena, a lehké
nast́ıněńı charakterizace dopravńıch śıt́ı, ve kterých byla teoreticky srovnána silničńı
a železničńı śıt’. Následoval matematický model, ve kterém byl zkoumán cenový rozd́ıl
mezi těmito dvěmi zp̊usoby dopravy a motivačńı př́ıklad, na kterém byla pozorována
řešitelnost problému.
Pátá kapitola se věnuje aplikaci na reálných datech v ČR. Charakterizace dopravńıch
śıt́ı je zde již popsána s reálnými daty a úloha byla rozvinuta na oblast celé České repub-
liky. Kdybychom se pozorně pod́ıvali na množstv́ı přepravovaného odpadu po hranách,
zjistili bychom, že byly určeny podmı́nky, za kterých je železnice preferována. Tzn., že
z menš́ıch ORP, vzdáleněǰśıch od ORP se spalovnami, se převáž́ı odpady po silnici do
jednoho ORP, ze kterého se odpad do ORP s kapacitou na zpracováńı převáž́ı vlaky.
V šesté kapitole jsem se zabývala zmı́něńım všech věćı, které jsou potřeba k sestaveńı
ideálńıho modelu. Z této diskuze je vidět, že problém byl komplexńı. Jeho plné zvládnut́ı
přesahuje rámec řešené práce.
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mzdy.cz/
24
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